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Аннотация. Актуальность и цели. Стабильность 
функционирования системы часто определяет ее ра-
ботоспособность. Нарушение стабильности может 
привести к остановке системы или возникновению 
аварийной ситуации. Важной задачей является ско-
рейшее обнаружение нарушения стабильности про-
цесса функционирования. Методы. Нарушения про-
являются в виде изменения статистических 
характеристик, поэтому для их обнаружения могут 
быть использованы методы и алгоритмы статистиче-
ского контроля процессов. Такой подход позволяет 
выявить нарушение до того, как произошел выход 
контролируемых показателей за допустимые преде-
лы. При этом, как правило, одновременно проводится 
мониторинг среднего уровня процесса и его рассея-
ния. Выбираются статистические инструменты для 
контроля: для независимых показателей используются 
стандартные карты Шухарта, для коррелированных – 
методы и алгоритмы, основанные на применении 
многомерной статистики Хотеллинга и обобщенной 
дисперсии. Результаты. Проведенное исследование 
позволило предложить следующую методику оценки 
стабильности функционирования технических  

Abstract. Background. Stability of functioning of the sys-
tem often determines its performance. Instability can lead 
to system or stop the occurrence of an emergency situa-
tion. An important task is the early detection of violations 
of process stability operations. Materials and methods. 
Violations are manifested in the form of statistical charac-
teristics, therefore, to find them can be used methods and 
algorithms for statistical process control. Such approach 
allows to reveal the violation occurred before exit con-
trolled performance limits. Thus, as a rule, simultaneous-
ly monitoring and mid-level process and its dispersion. 
Selected statistical tools for control: for independent indi-
cators used standard Shewhart’s charts, for correlated 
methods and algorithms, based on the use of multivariate 
Hotelling’s statistics and generalized variance. Results. 
This study allowed us to propose the following method-
ology for assessing the stability of technical systems: a 
study of working conditions analogical systems and iden-
tification of possible disturbances; calculation of basic 
statistical characteristics of the process; selection of sta-
tistical tools for follow-up depending on the alleged vio-
lations and the level of correlativeness of parameters; 
provodenie for continuous monitoring of the functioning 
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систем: изучение условий работы аналогичных си-
стем и выявление возможных нарушений стабильно-
сти функционирования; расчет основных статистиче-
ских характеристик процесса; выбор статистических 
инструментов для последующего контроля в зависи-
мости от предполагаемых нарушений и уровня корре-
лированности параметров; проведение постоянного 
мониторинга функционирования системы с целью 
диагностики нарушений стабильности. Выводы. 
Предлагаемая методика позволит своевременно обна-
ружить нарушение стабильности процесса функцио-
нирования технического объекта и предотвратить 
возможную аварийную ситуацию. 

of the system for diagnostics of stability. Conclusions. 
The proposed methodology would detect violation of 
process stability functioning of the technical object and 
prevent the possible emergency. 

  
Ключевые слова: техническая диагностика, обнару-
жение нарушений, контрольная карта Шухарта, алго-
ритм Хотеллинга, обобщенная дисперсия. 

Key words: technical diagnostics, detection, Shewhart’s 
control chart, Hotelling’s algorithm, generalized variance. 

 

Введение 
Постоянный рост сложности технических систем требует разработки новых методов диагно-

стики их состояния. Обеспечение безопасности функционирования технических систем связано с 
оперативным предотвращением перехода штатных ситуаций в аварийные [1]. Стабильность функ-
ционирования системы часто определяет ее работоспособность. Нарушение стабильности может 
привести к остановке системы или возникновению аварийной ситуации.  

Важной задачей является скорейшее обнаружение нарушения стабильности процесса функци-
онирования. Нарушения проявляются в виде изменения статистических характеристик, поэтому для 
их обнаружения могут быть использованы методы и алгоритмы статистического контроля процес-
сов [2, 3]. Такой подход позволяет выявить нарушение до того, как произошел выход контролируе-
мых показателей за допустимые пределы: при нормальном функционировании системы границы до-
верительных интервалов этих показателей существенно уже, чем границы допуска. При этом, как 
правило, одновременно проводится мониторинг среднего уровня процесса и его рассеяния. 

Критерии стабильности процессов функционирования различны для технических систем раз-
ного назначения. Для системы водоочистки, например, основным показателем является качество 
очистки питьевой воды. В исследованной системе Санкт-Петербургского водоканала, например, 
контролируется восемь физико-химических показателей: мутность, цветность, содержание алюми-
ния, хлоридов, остаточного хлора, значение рН, окисляемость и щелочность [4], таким образом, 
речь идет о диагностике многопараметрического процесса.  

Стабильное функционирование гидроагрегата связано с обеспечением множества критериев, в 
частности, с уровнем вибраций [5], опять-таки вибромониторинг проводится с помощью множества 
датчиков вибраций. Запись вибраций проводилась в системе управления гидроагрегатом на Красно-
полянской ГЭС (Краснодарский край), контролировались биение вала и вибрация гидроагрегата. 
Процесс определяется десятью показателями.  

Температурный режим компьютера также является лишь одним из критериев нормальной ра-
боты вычислительной системы. Исследование стабильности температурного режима проводилось 
по пяти факторам [6]: температурам центрального процессора, двух ядер, графического видеопро-
цессора и видеокарты. 

Для разработки методики оценки стабильности функционирования технической системы 
проводится предварительный анализ результатов мониторинга, желательно в условиях нормаль-
ного функционирования исследуемого объекта. При этом определяется уровень коррелированно-
сти показателей (с учетом значимости) и производится разбивка их на группы независимых и кор-
релированных [7, 8]. Выбираются статистические инструменты для контроля: для независимых 
показателей используются стандартные карты Шухарта [9, 10], для коррелированных – методы и 
алгоритмы, основанные на применении многомерной статистики Хотеллинга и обобщенной дис-
персии [3, 11, 12]. 
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Оценка стабильности независимых показателей 
Для контроля стабильности некоррелированных показателей могут быть использованы карты 

Шухарта, например, для среднего уровня и стандартного отклонения [9, 10]. На карте средних зна-
чений откладывается среднее значение показателя контролируемого показателя Х в t-й выборке  
(t = 1,…, m, m – количество выборок): 

⎯ xt = 
1

1 ,
n

ti
i

x
n =
   (1)  

(xti – результат i-го наблюдения в t-й мгновенной выборке объема n), которое и откладывается на 
карте. Положение центральной линии определяется по формуле 
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Для оценки рассеяния вычисляется несмещенная дисперсия каждой мгновенной выборки: 
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Положение контрольных границ карты средних значений – верхней UCL  и нижней LCL – 
определяется по формулам 

 
UCL
LCL


=


 x  ± А3⎯ s  (5) 

(А3 – коэффициент, определяемый по таблице [9] в зависимости от объема выборки n). 
На карте стандартных отклонений откладываются значения квадратного корня из дисперсий 

(3), центральная линия определяется формулой (4), а положение контрольной границы (как правило, 
используется только верхняя граница) определяется как  

 UCL= B4 s   (6) 

(B4, как и А3, – табличный коэффициент). 
На рис. 1 соответствующие карты показаны для одного из показателей вибраций гидроагрега-

та, построенные по формулам (1)–(6) в системе Statistica. Карты свидетельствуют о стабильности 
процесса: ни на карте средних, ни на карте стандартных отклонений нет точек, выходящих за кон-
трольные границы. 

 

   
Рис. 1. Контрольные карты Шухарта для среднего уровня процесса и стандартного отклонения 

 
Иногда проведение измерений связано с значительными техническими сложностями или 

большими затратами, в этом случае используются контрольные карты для индивидуальных значе-
ний: при этом объем мгновенной выборки n = 1. Такая ситуация имеет место, в частности, для си-
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стемы водоочистки, где показатели качества питьевой воды контролируются один раз в сутки. Для 
характеристики рассеяния процесса в случае индивидуальных наблюдений строится карта скользя-
щих размахов. 

Оценка стабильности группы коррелированных показателей 
При контроле p показателей, имеющих совместное нормальное распределение, для контроля 

среднего уровня многомерного процесса используется алгоритм Хотеллинга [3]: для каждой t-й 
мгновенной выборки (t = 1, …, m) вычисляется статистика  

2 1
0 0( ) ( )T

t ttT n x S x−= − μ − μ ,  (7) 

где n – объем мгновенной выборки, tx  – вектор средних в мгновенных выборках, 0μ  – вектор целе-
вых средних. 

Оценки компонент ковариационной матрицы S определяются по формуле 

1 1

1 ( )( )
( 1)

m n

jk ijt j ikt k
t i

s x x
m n = =

= − μ − μ
−  , j, k = 1, …, p.  (8) 

Процесс считается стабильным при 2 2
крtT T< , где  

2
кр 1

( 1)( 1) ( , 1)
1

p m nT F p mn m p
mn m p −α

− −= − − +
− − +

,  (9) 

где F1–α(k1, k2) – квантиль F-распределения Фишера с числами степеней свободы в числителе k1, в 
знаменателе – k2. 

Построение многомерной карты Хотеллинга при проведении индивидуальных наблюдений 
предполагает расчет для каждого t-го наблюдения (t = 1, …, m) статистики 

 2 1( ) ( ).T
t t tT х х S х х−= − −   (10) 

При этом возникает проблема оценивания ковариационной матрицы S [13, 14]. При оценива-
нии по всей выборке 

 
1

1 ( )( )
1

m
T

t t
t

S х х х х
m =

= − −
−  .  (11) 

При этом критическое значение Т2
кр, определяющее положение границы карты Хотеллинга 

при контроле р показателей на уровне значимости α, основывается на бета-распределении 

 2
, /2,( 1)/22

( 1)( 1) ,kp p m p
p m mT

m mp α − −
+ −= β

−
  (12) 

где , /2,( 1)/2p m pα − −β  – квантиль бета-распределения порядка α с числами степеней свободы р/2 и  
(m – р – 1)/2. 

Другой вариант – оценивание ковариационной матрицы по размахам в выборках: скользящий 
размах определяется по формуле 

1t t tv х х+= − , t = 1,…, m – 1; 

тогда вектор размахов 

VT = (v1 v2 … vt – 1); 

а оценка ковариационной матрицы 

 1
2 ( 1)

TV VS
m

=
−

.  (13) 
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В этом случае статистика Хотеллинга имеет распределение хи-квадрат с р степенями свободы. 
Для расчета положения контрольной границы используются квантили этого распределения: 

 
2 2

1 ( )kpT p−α= χ .  (14) 

Проведенные исследования показали [4], что расчет по формулам (11), (12) эффективнее про-
водить на этапе анализа процесса, а по формулам (13), (14) – на этапе мониторинга.  

На рис. 2 в качестве примера показана карта Хотеллинга для двух коррелированных показате-
лей качества питьевой воды: значения рН и окисляемости, построенная с использованием соотно-
шений (10)–(12). Процесс стабилен: на карте нет точек, выходящих за контрольную границу. 

 

 
Рис. 2. Контрольная карта Хотеллинга  

 
На практике при мониторинге процесса используют и другие критерии нестабильности про-

цесса. Выход статистики Хотеллинга за контрольную границу – основной критерий нарушения ста-
бильности процесса. Однако применение этого критерия далеко не всегда обеспечивает достаточно 
оперативное выявление значимых изменений процесса. Для повышения эффективности обнаруже-
ния изменений используется несколько подходов. Одним из них является выявление на карте струк-
тур специального вида, появление которых может свидетельствовать о нарушении процесса. Такими 
структурами могут быть тренд, приближение к оси абсцисс или к контрольной границе, резкие 
скачки значений статистики Хотеллинга, цикличность. Для выявления таких структур используется 
специальное программное обеспечение [15–17]. 

Основное назначение карты Хотеллинга – контроль среднего уровня многопараметрического 
процесса. Часто, как и для независимых показателей, необходим и контроль рассеяния процесса. 

Контроль многомерного рассеяния сводится к проверке гипотезы о равенстве ковариационной 
матрицы процесса  заданной матрице 0. Используется обобщенная дисперсия [11, 12] – определи-
тель ковариационной матрицы St, компоненты которой определяются по формулам (13), значение |St| 
есть обобщенная дисперсия t-й мгновенной выборки. Вычисляются оценки средней ковариации по 
всей совокупности наблюдений  

 
1

1 m

jk jkt
t

s s
m =

=  ,  (15)  

которые образуют ковариационную матрицу S; ее определитель |S| используется в качестве оценки 
целевой обобщенной дисперсии |0|.  
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Контрольные границы (положение границ критической области) для обобщенной дисперсии 
определяются из соотношений [12]: 

 m|s| ± u1-α/2σ|s|,  (16) 

где u1–α/2 – квантиль нормального распределения порядка 1 – α/2, α – уровень значимости; если при-
нять значение, соответствующее правилу «трех сигма»: α = 0,0027, тогда u1-α/2 = 3; математическое 
ожидание обобщенной дисперсии m|s| = b1|0|; стандартное отклонение σ|s| = 2b |0|; коэффициенты  

 1
1

1 ( );
( 1)

p

p
j

b n j
n =

= −
− ∏   (17) 

 2 2
1 1 1

1 ( )[ ( 2) ( )]
( 1)

p p p

p
j k k

b n j n k n k
n = = =

= − − + − −
− ∏ ∏ ∏ ,  (18) 

тогда положение верхней UCL и нижней LCL границ обобщенной дисперсии определяется по формуле 

 
UCL
LCL


=


|0| (b1 ±u1-α/2 2b ).  (19) 

Из приведенных зависимостей следует, что построение карты обобщенной дисперсии по ин-
дивидуальным наблюдениям невозможно, необходимо иметь мгновенные выборки, объем которых 
хотя бы на единицу превышает количество контролируемых показателей.  

На рис. 3 показана карта обобщенной дисперсии для трех коррелированных показателей тем-
пературного режима компьютера: температуры графического процессора, видеокарты и цен-
трального процессора, построенная по формулам (15)–(19) в среде электронных таблиц Excel. По-
скольку ведется контроль трех коррелированных показателей, использовано n = 4 (каждые четыре 
наблюдения рассматриваются как одна выборка). 

 

 
Рис. 3. Карта обобщенной дисперсии  

Заключение 
Проведенное исследование позволяет предложить следующую методику оценки стабильности 

функционирования технических систем: 
1) изучаются условия работы аналогичных систем и выявляются возможные нарушения ста-

бильности функционирования; 
2) в условиях отлаженной (стабильной) работы системы снимают показания соответствую-

щих датчиков и рассчитывают основные статистические характеристики: векторы средних значений 
и ковариационную матрицу; 

3) выбирают набор возможных статистических инструментов для последующего контроля в 
зависимости от предполагаемых нарушений и уровня коррелированности параметров. Некоррели-
рованные параметры контролируют инструментами на основе карты Шухарта, коррелированные – 
на основе статистики Хотеллинга и/или обобщенной дисперсии; 

4) проводят постоянный мониторинг функционирования системы с целью диагностики нару-
шений стабильности. 
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